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In a cyclic number field KQ of prime degree, we determine the Galois structure
of S-units, for all Galois invariant finite set S of places of K. In particular, we study
the links between this structure and that of the S-class group.  2000 Academic Press
Dans un corps de nombres KQ cyclique de degre premier, nous de terminons la
structure galoisienne du groupe des S-unite s, pour tout ensemble fini S de places de
K invariant par Gal(KQ). En particulier, nous analysons les liens existant entre
cette structure et celle du S-groupe de classes.  2000 Academic Press
Conside rons Kk une extension de corps de nombres finie, galoisienne de
groupe G, et S un ensemble fini de places de K, contenant les places infinies
et invariant par l’action de G. On cherche a de terminer la structure du
groupe ES des S-unite s et a relier celle-ci avec l’arithme tique de l’extension.
En ge ne ral, nous ne disposons que de peu de re sultats explicites, et on
s’inte resse soit aux unite s, soit aux S-unite s pour un ensemble S ‘‘assez
grand’’. En ce qui concerne les unite s, citons par exemple les articles [F]
de A. Fro hlich et [Bu] de D. Burns, dans lesquels est e tudie e la structure
galoisienne locale et globale du groupe des unite s de certaines classes
d’extensions abe liennes de corps de nombres, et pour une approche plus
algorithmique l’article [G] de G. et M.-N. Gras. Lorsque S est ‘‘assez
grand’’, structure des S-unite s et valeurs de fonctions L sont e troitement
lie es via la conjecture de Chinburg (voir par exemple les travaux de J. Ritter
et A. Weiss [RW] et [We]).
Nous allons conside rer ici le cas d’une extension KQ cyclique de degre
premier l. Remarquons que me^me pour une telle extension, la structure des
unite s n’est pas comple tement connue en de pit de l’apparente simplicite du
proble me (voir [B] et ci-apre s, section 3.3).
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Dans cet article, nous obtenons une de termination des S-unite s quel que
soit S comme ci-dessus (voir the ore me 3.1 et corollaire 3.5).
Le point de de part de la me thode employe e est une classification des
Z[G]-modules due a I. Reiner valable lorsque G est cyclique de degre
premier. Ainsi, la structure du groupe US des S-unite s modulo les racines
de l’unite est de termine e par trois invariants entiers, et un invariant qui
est la classe d’un ide al dans le groupe de classes du l-ie me corps cyclo-
tomique.
On de montre tout d’abord que les invariants entiers de pendent de la
nature des places composant S, et de relations ve rifie es entre les ide aux
premiers ramifie s et les ide aux a support dans S dans le groupe de classes
de K (voir section 3.1 pour le cas l impair, et section 4.3 pour le cas l=2).
Ce re sultat repose sur le the ore me de Dirichlet ge ne ralise qui lie la struc-
ture galoisienne des S-unite s a celle du module d’augmentation 2S de ZS,
et sur la connaissance du groupe des classes engendre par les ide aux
ambiges de K. On calcule notamment la cohomologie des S-unite s, sans
passer par la the orie du corps de classes, qui est traditionnellement utilise e
lorsque l’on conside re le cas ou S est ‘‘assez grand’’.
Ensuite, on e tablit l’e galite entre l’invariant classe des S-unite s et celui du
S-groupe de classes de K (corollaire 3.5). Ce re sultat est en fait inde pendant
du choix de S, et ne de pend que de la structure des unite s. Et, pour
les unite s, c’est une traduction imme diate de la ‘‘conjecture de Gras’’,
que R. Greenberg a de montre e^tre une conse quence de la conjecture
principale d’Iwasawa. Ce re sultat repose sur l’existence de groupes d’unite s
cyclotomiques, reliant la structure des unite s a celle du groupe de
classes.
Nous avons pre fe re traiter le cas d’une extension quadratique a part
(section 4): les techniques sont les me^mes que dans le cas impair, mais les
notations sont plus nombreuses.
Notations. K est un corps de nombres cyclique de degre l premier, de
groupe de Galois G=(_) , et de groupe de classes ClK . Si l=2, on
suppose que K{Q(- &1), Q(- &3). En particulier, les seules racines de
l’unite dans K sont [\1].
Si S est un ensemble de places de K, contenant l’ensemble S des places
infinies, et G-stable, alors ES de signe le groupe des S-unite s de K et US
le groupe ES[\1]. Nous noterons plus particulie rement EK=ES et
UK=US . Donc, EK est le groupe des unite s de K.
Q(l ) est le l-ie me corps cyclotomique, Z[l] son anneau d’entiers, et ‘ une
racine primitive l-ie me de l’unite . On note Cl(Z[l]) le groupe de classes de
Z[l].
Ce travail contient une partie des re sultats obtenus dans ma the se [D].
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1. CLASSIFICATION DES ZG-MODULES
Cette section a pour but d’introduire diffe rents outils alge briques qui
nous permettront de de crire les S-unite s en tant que module galoisien. Pour
cette section, l est un premier quelconque.
1.1. The ore me de DiederischenReiner
Le the ore me de DiederischenReiner nous donne une classification des
ZG-modules Z-libres a isomorphisme pre s, lorsque G est cyclique de degre
premier. Nous nous re fe rons au livre de C. W. Curtis et I. Reiner, [CR],
Chap. XI, 9 74.
Il existe trois types de ZG-modules inde composables qui sont Z-libres et
de type fini sur ZG. Ce sont:
(i) Z avec action triviale de G.
(ii) A un ide al fractionnaire de Z[l], ou l’action de G est donne e
par:
\a # A, _i } a=‘ia.
(iii) le module (A, a0), somme directe de Z et du Z-module A, ou A
est un ide al fractionnaire de Z[l]. De plus, a0 e tant un e le ment de A,
l’action de G est donne e par:
\a # A, \k # Z, _ } (a, k)=(‘a+ka0 , k).

















Pour tout ce qui suit, nous pre fe rerons e crire ZG au lieu de (Z[l], 1).
Le the ore me suivant classifie les ZG-modules de type fini et sans Z-torsion
a isomorphisme pre s:
The ore me 1.1 (Diederischen, Reiner). Soit G un groupe cyclique d ’ordre
l premier, et soit M un ZG-module de type fini sans Z-torsion. Alors, il existe
r1 , r2 , r3 des e le ments de N, A un ide al de Z[l], a0 un e le ment de
A"(‘&1) A, tels que
M&ZGr3 Z[l]r2&1AZr1
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ou bien,
M&ZGr3&1  (A, a0)Zr1,
auquel cas on convient que r2=0.
De plus, la classe d ’isomorphisme de M est de termine e par les entiers r1 ,
r2 , r3 , et la classe (M) de l’ide al A dans Cl(Z[l]).
De termination des invariants. Avec les notations du the ore me pre ce -
dent, soit MN=[m # M,  l&1i=0 _
i } m=0]. Alors MN est un Z[l]-module
sans Z[l]-torsion, et nous avons:
(i) (M) est la classe d ’un ide al A tel que: MN&Z[l] } } } Z[l]A.
(ii) r1+r3 est le Z-rang de MMN.
(iii) r2+r3 est le Z[l]-rang de MN.
(iv) r3 est le ZlZ-rang de (_&1) } M(‘&1) } MN.
Deux des invariants peuvent se calculer par les groupes de cohomologie
de Tate:
Proposition 1.2. Avec les notations du the ore me 1.1, nous avons:
H 0(G, M)& (ZlZ)r1,
et
H 1(G, M)& (ZlZ)r2.
Preuve. Notons N := l&1i=0 _
i l’e le ment trace de ZG, et posons MG=
[m # M, _ } m=m], N } M=[N } m, m # M], MN=[m # M, N } m=0], et
(_&1) } M=[(_&1) } m, m # M]. G e tant cyclique, nous avons:
H 0(G, M)=M GN } M et H 1(G, M)=M N(_&1) } M.
D’autre part, la cohomologie se de composant suivant la somme directe, il
nous suffit de la calculer pour les modules de re fe rence.
Pour M=Z, nous avons clairement H 0(G, Z)=ZlZ, et H 1(G, Z)=0.
Pour M=A un ide al de Z[l], nous obtenons: AG=N } A=0, et
AN=A. D’ou , H 0(G, A)=0 et H 1(G, A)&ZlZ.
Enfin, soit M=(A, a0), avec a0 # A, a0  (‘&1) A. On trouve que
(A, a0)G=N } (A, a0)=Z } ( &l(‘&1) a0 , l ), et (A, a0)
N=(_&1)(A, a0)=A.
Ainsi, H i (G, (A, a0))=0, pour i=0, 1. K
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1.2. Groupes de Grothendieck
Soit G0(ZG) le groupe de Grothendieck des ZG-modules de type fini.
Dans notre cas, nous pouvons donner une description explicite de G0(ZG)
(cf [Sw], p. 73 a 83):
The ore me 1.3 (Swan). Soit G un groupe cyclique d ’ordre premier l.
Alors, on a un isomorphisme de groupe:
G0(ZG)&ZZCl(Z[l]),
avec, si M est sans Z-torsion, et [M] e tant sa classe dans G0(ZG):
[M]& (r1+r3 , r2+r3 , (M)).
En particulier, tout module M de type fini de finit une classe (M) dans
Cl(Z[l]), et l’on a (M)=(M$)_(M"), de s que 0  M$  M  M"  0 est
une suite exacte de tels modules.
En fait, nous avons Cl(ZG)&Cl(Z[l]), ou Cl(ZG) est le groupe de
classes localement libres de ZG.
1.3. Structure des S-unite s
Pour commencer, faisons la remarque suivante:
Lemme. Si l est impair, nous avons une de composition en sous-ZG-
modules stables:
ES &[\1]US .
Preuve. Puisque l est impair, nous avons la suite exacte de ZG-modules:
0  [\1]  ES  US  0,
qui est scinde e par l’application ES  [\1], donne e par x [ sgn(NKQ(x)).
K
Ainsi, si l est impair, ES est connu de s que US l’est.
Pour toute la suite, nous allons donc nous inte resser a US qui est un
ZG-module sans Z-torsion, et nous appellerons S-unite s le groupe US .
D’apre s le the ore me 1.1, la classe d’isomorphisme de US est de termine e par
trois invariants entiers et la classe d’un ide al de Z[l].
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2. LE MODULE 2S
Dans cette section, l est impair.
Nous allons introduire un module qui appara@^t naturellement lorsque
l’on e tudie les S-unite s, via le the ore me de Dirichlet ‘‘ge ne ralise .’’ Ce
module, dont la structure est bien connue et ne de pend que de S, va nous
fournir des informations sur la valeur des invariants entiers associe s aux
S-unite s.
Soit ZS le Z-module libre engendre par S.
Nous de finissons le ZG-module 2S par la suite exacte (de ZG-modules)
suivante:







La structure de ZS de pend de la nature des places apparaissant dans
l’ensemble S. Pour la suite, nous assimilerons une place infinie a un e le ment
de G, et une place finie a un ide al premier de K.
Remarquant qu’un nombre premier ne peut se de composer dans K que















ou p de signe un premier de Q en-dessous d’une place finie P de S.
Ainsi, nous adoptons les notations suivantes:
Notations. S e tant fixe , notons:
rd le nombre de premiers de Q de compose s dans S,
rnd le nombre de premiers de Q ramifie s, ou inertes dans S.
Remarque. Nous avons: card(S)=l+rd_l+rnd .
On trouve alors l’e criture de ZS selon les notations du the ore me 1.1:
ZS&ZGrd+1Zrnd.
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Et, on en de duit la structure de 2S:
Proposition 2.1. S e tant fixe et avec les notations pre ce dentes, on a:
(i) Si rnd1, 2S&ZGrd+1 Zrnd&1.
(ii) Si rnd=0, 2S& ZGrd Z[l].
Preuve. Connaissant la structure de ZS, nous allons de terminer les
invariants de 2S un a un, a l’aide de la suite exacte (1).
 Invariant classe.
Dans Cl(Z[l]), on a: (ZS)=(2S)_(Z). Or, (ZS)=(Z)=(1), donc
(2S)=(1).
 Invariant r2 .
De (1), on de duit la suite exacte:
0 w 2SG w ZS G w. ZG=Z w H 1(G, 2S) w H 1(G, ZS)=0.
D’ou , H 1(G, 2S)&ZIm.. Or, ZS G=(Z . l&1i=0 _
i)rd+1Zrnd. On en
de duit que dans le cas (i), .(ZSG)$.(Z)=Z, d’ou H 1(G, 2S)=0, i.e.
r2=0; et dans le cas (ii), .(ZS G)=lZ, d’ou H 1(G, 2S)=ZlZ, i.e. r2=1.
 Invariant r1 .
Pour un ZG-module M notons h(M) son quotient de Herbrand. D’apre s
(1), h(2S)=h(ZS)h(Z)=lrnd_l&1=lrnd&1. Donc, dans le cas (i), r1=
rnd&1; et dans le cas (ii), r1=0.
 Invariant r3 .
Nous avons: rangZ 2S=rangZ ZS&1. Donc, dans le cas (i), r3=rd+1,
et dans le cas (ii), r3=rd . K
Le module 2S intervient de fac on naturelle lorsque l’on e tudie les
S-unite s puisque le the ore me de Dirichlet ‘‘ge ne ralise ’’ (voir [Ta],








Remarquons maintenant que si M est un ZG-module de type fini et
Z-libre, et d’invariants entiers les nombres ri , alors MQ&Q(l )r2+r3 
Qr1+r3. De plus, les seuls QG-modules simples sont Q(l ) et Q. Le the ore me
de Dirichlet implique alors les e galite s r1, US+r3, US=r1, 2S+r3, 2S et
r2, US+r3, US=r2, 2S+r3, 2S , ou les nombres ri, US , pour i=1 a 3, de signent
les invariants entiers de US (respectivement r i, 2S pour 2S). D’ou la
proposition:
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Proposition 2.2. Les invariants entiers ri, US associe s a la structure
galoisienne des S-unite s ve rifient les e galite s suivantes:
{r1, US+r3, US=rd+rndr2, US+r3, US=rd+1.
Ainsi, pour de terminer la structure galoisienne de US , il est suffisant de
calculer un de ses invariants entiers et son invariant classe.
3. STRUCTURE DE US (l{2)
Dans cette section, l est impair.
Nous allons tout d’abord calculer le groupe H 1(G, US), et donc l’in-
variant r2, US , a l’aide de la connaissance du groupe des classes engendre
par les ide aux premiers ramifie s.
Ensuite, nous e tudions l’invariant classe (US), que nous relions a la
structure galoisienne du S-groupe de classes de K.
3.1. Invariants entiers
Notre re sultat de terminant la valeur des invariants entiers des S-unite s
fait intervenir certains sous-groupes du groupe de classes de K, et en par-
ticulier le groupe des classes ambiges. Ce dernier, note Cl GK , est par de fini-
tion le groupe forme des classes d’ide aux invariantes sous l’action de G, et
est ici e gal au groupe des classes engendre par les ide aux premiers ramifie s.
Sa structure est donne e par le lemme suivant:
Lemme. Soit t le nombre de premiers ramifie s dans K, i.e. le nombre de
premiers divisant le conducteur de K.
Alors, Cl GK est un ZlZ-espace vectoriel de dimension t&1 et est engendre
par les classes des ide aux premiers ramifie s de K.
Remarque. Lorsque l’anneau d’entiers de K est monoge ne, alors la seule
relation non triviale ve rifie e par les classes des ide aux premiers Pi ramifie s
est: >ti=1 P i=1 (cf [P], remarque 1, p. 240).
Preuve. Le cardinal de Cl GK est connu depuis les travaux de C. Chevalley
lorsque G est cyclique ([Che], p. 402406): il est e gal a lt&1 dans notre cas.
On consultera e galement la de monstration de la formule de Chevalley dans
le livre de Lang ([La], Chapitre 13, 9 4 lemma 4.1, p. 307).
Quant a la structure de Cl GK , il nous suffit de reprendre la preuve de cette
formule. Notons IK (resp. PK) le groupe des ide aux (resp. principaux) de K.
Comme l est impair et le corps de base est Q, alors H 1(G, PK)=0. On en








engendre par les ide aux premiers ramifie s. Pour finir, >I GK P
G
K est calcule de
fac on usuelle a l’aide du quotient de Herbrand des unite s de K. K
Ensuite, si T de signe un ensemble de places de K, nous noterons ClK (T )
le sous-groupe de ClK engendre par les classes d’ide aux a support sur les
places finies (i.e. les ide aux premiers) de T.
Enfin, soient P1 , ..., Pn des premiers ramifie s de K et P i la classe de Pi
dans ClK . Nous disons que les Pi sont de pendants (dans Cl GK ) si et seule-
ment si il existe (a1 , ..., an) # (ZlZ)n"(0, ..., 0), tel que P a11 } } } P
an
n =1 dans
Cl GK . Dans le cas contraire, ils sont dits inde pendants.
Nous obtenons le re sultat suivant, qui de termine comple tement les
invariants entiers structurels des S-unite s:
The ore me 3.1. S e tant fixe , soit RamS l ’ensemble des premiers ramifie s
de K appartenant a S.
Soit H=ClK (S"RamS) & Cl GK et H$=ClK (S"RamS) & ClK (RamS). Nous
avons les inclusions suivantes, de finissant deux entiers s et s$:
[1]/H$& (ZlZ)s$/H& (ZlZ)s/Cl GK & (ZlZ)
t&1
(on a: 0s$st&1 ou t est le nombre de premiers ramifie s de K).
Posons $=s&s$. Il existe alors un ide al AS de Z[l], et a0 # AS "
(‘&1) AS , tels que:
(i) Si les ide aux premiers ramifie s de S sont de pendants dans Cl GK ,
alors:
US &ZGrd+1&$Z[l]$&1AS Zrnd&1+$,
ou bien, si s=s$,
US &ZGrd  (AS , a0)Zrnd&1.
(ii) Si S ne contient aucun premier ramifie , ou bien si les ide aux




Remarque. Nous trouvons que H=[1], et donc $=0, de s que S ne
contient aucun premier de compose , ou bien lorsque ClK (S"RamS) est
d’ordre premier a l. De me^me, si S contient tous les premiers ramifie s, alors
$=0.
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Voulant comparer US a 2S, nous obtenons, pour certains cas particuliers:
Corollaire 3.2.
(1) Si S contient tous les premiers ramifie s de K, alors:
US &2S  (US)=(1).
(2) Supposons que H=ClK (S"RamS) & Cl GK =[1] et que S ne con-
tienne aucun premier ramifie de K.
 Si S contient des premiers inertes, alors:
US &3 2S.
 Si S ne contient aucun premier inerte, alors:
US &2S  (US)=(1).
Preuve du corollaire. Pour obtenir les re sultats annonce s, il suffit de
comparer la structure de US donne e par le the ore me pre ce dent et celle de
2S donne e par la proposition 2.1. Dans le cas (1), on a H=H$ (donc
$=0), les premiers de RamS sont de pendants dans Cl GK , et rnd1. Dans le
cas (2), on obtient e galement que $=0; de plus si S contient des premiers
inertes, alors rnd1, sinon rnd=0. D’ou le corollaire. K
Preuve du the ore me. D’apre s la proposition 2.2, nous voyons qu’il nous
suffit pour obtenir le re sultat annonce de trouver r2, US=$ dans le cas (i)
(resp. $+1 dans le cas (ii)). De plus, rappelons que l’invariant r2 est e gal
a la dimension sur ZlZ du premier groupe de cohomologie du module
conside re (proposition 1.2). Toute la suite de la preuve est ainsi consacre e
au calcul de H 1(G, ES) qui est isomorphe ici a H 1(G, US) (le groupe des
racines de l’unite e tant cohomologiquement trivial).
Remarque. Le quotient de Herbrand de ES est connu (voir par exemple
[J], chap. III, proposition III.1.8). Dans la situation pre sente, on obtient:
dim H 1(G, ES)=dim H 0(G, ES)+1&rnd=vl [ES, Q : N(ES)]+1&rnd
ou ES, Q est le groupe des S-unite s de Q. Dans ce qui suit, nous de ter-
minons dim H 1(G, ES) en termes de ramification seulement.
Pour la suite de la preuve, nous utilisons les notations XS (resp. XS, Q)
pour de signer des objets X (ide aux, classes d’ide aux...) dans l’anneau des
S-entiers de K (resp. de Q), ainsi que X(S) (resp. X(S)Q) pour des objets
X de K (resp. de Q) a support dans S. De plus, l’objet I (resp. P) de signe
le groupe des ide aux fractionnaires (resp. principaux).
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Partant de la suite exacte e vidente de ZG-modules 0  EK  ES 
P(S)  0, nous de duisons la suite exacte de cohomologie:
0  ES, Q [\1]=P(S)Q  P(S)G  H 1(G, EK)
 H 1(G, ES)  H 1(G, P(S))  H 0(G, EK)=0. (1)
De me^me, partant de 0  P(S)  I(S)  Cl(S)  0, et en remarquant
que P(S)Q=I(S)Q , nous obtenons:
0  P(S)GP(S)Q  I(S)GI(S)Q
 Cl(S)G  H 1(G, P(S))  H 1(G, I(S))=0. (2)
Prenant alors les sommes alterne es des dimensions (sur ZlZ) des objets
apparaissant dans (1) et (2), nous obtenons:
dim H 1(G, ES)=dim H 1(G, EK)+dim Cl(S)G&dim I(S)GI(S)Q.
Or, dim H 1(G, EK)=1, car le quotient de Herbrand de EK vaut 1l et
H 0(G, EK)=0. De plus, I(S) e tant e gal a ZS, il est facile de calculer
I(S)GI(S)Q (voir preuve de la proposition 2.1): on trouve que dim I(S)G
I(S)Q=>RamS . Enfin, en notant Ram l’ensemble des premiers ramifie s de
K, nous savons que ClG=Cl(Ram) est de dimension >Ram&1 (voir lemme
pre ce dant le the ore me). Ainsi, comme Cl(Ram)Cl(S)G=Cl(Ram)Cl(S) &
Cl(Ram)&Cl(Ram) } Cl(S)Cl(S)=Cl(Ram _ S)Cl(S), on en de duit que
dim Cl(S)G=>Ram&1+vl (>Cl(S))&vl (>Cl(Ram _ S)). D’ou :
dim H 1(G, ES)=>Ram&>RamS+vl (>Cl(S))&vl (>Cl(Ram _ S)).
Pour finir, nous pouvons re interpre ter les termes pre ce dents en fonction
des groupes H=Cl(S"RamS) & Cl(Ram) et H$=Cl(S"RamS) & Cl(RamS).
En effet, Cl(S"RamS)H&Cl(S"RamS) } Cl(Ram)Cl(Ram)=Cl(S _ Ram)
Cl(Ram); de me^me, Cl(S"RamS)H$&Cl(S)Cl(RamS). Cela nous donne:
vl (>Cl(S))&vl (>Cl(Ram _ S))
=dim H&dim H$&dim >Cl(Ram)+dim >Cl(RamS).
Ainsi,
dim H 1(G, ES)=dim H&dim H$+1+dim >Cl(RamS)&>RamS .
Pour conclure, il suffit de remarquer que si les ide aux de RamS sont
de pendants (cas (i)), alors dim >Cl(RamS)=>RamS&1; dans le cas con-
traire, dim >Cl(RamS)=>RamS . K
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3.2. Invariant classe
Nous ne pouvons de terminer explicitement la classe (US). Par contre,
nous allons voir comment elle est lie e a la structure du S-groupe de classes
de K.
3.2.a. Relations dans Cl(Z[l]). Notons ClK, S le S-groupe de classes de
K, i.e. le quotient de ClK par ClK (S), le sous-groupe de ClK engendre par les
ide aux a support dans S.
C’est un ZG-module fini, qui de termine une classe dans G0(ZG) et donc
dans Cl(Z[l]) (voir section 1.2). Nous noterons cette classe (ClK, S).
Les structures des S-unite s et des unite s sont alors de pendantes, via les
structures du S-groupe et du groupe de classes:
Proposition 3.3. Dans Cl(Z[l]), nous avons:
(US)_(ClK, S)&1=(UK)_(ClK)&1.
Preuve. Tout d’abord, nous avons: (ES)=(US). En effet, nous avons
une premie re suite exacte de ZG-modules, donne e par la de finition de US :
0  [\1]  ES  US  0.
Et nous avons une deuxie me suite exacte
0  2Z  Z  Z2Z  0,
ou l’action de G sur les trois modules est triviale. Clairement, [\1]&Z2Z
et Z&2Z. D’ou , dans Cl(Z[l]), (ES)=(US)_([\1])=(US).
Ensuite, nous pouvons relier EK et ES par la suite exacte:
0 ww EK ww ES ww IS wwClK (S) ww 0,
x @ww (x)
ou IS de signe l’ensemble des ide aux fractionnaires de K a support dans S.
Ainsi, (ES)_(ClK (S))=(EK)_(IS).
Or, par de finition du S-groupe de classes, (ClK (S))=(ClK)_(ClK, S)&1.
De plus, (IS)=(1); en effet, IS &ZSf , ou Sf est l’ensemble des places finies
de S, et en se re fe rant a l’e tude de ZS vue en section 2, on trouve que
(ZSf)=(1).
Finalement, on obtient: (US)_(ClK, S)&1=(UK)_(ClK)&1. K
Nous sommes donc ramene s a l’e tude de (UK). Comme conse quence de
la ‘‘conjecture’’ de Gras, nous obtenons:
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The ore me 3.4. Dans Cl(Z[l]),
(UK)=(ClK).
Ainsi, nous en de duisons le corollaire suivant, qui ache ve la de termination
de US :
Corollaire 3.5. Dans Cl(Z[l]),
(US)=(ClK, S).
Remarque 1. Nous pouvons e tablir le lien entre l’invariant (US) et l’in-
variant de Chinburg 0m attache a l’extension KQ. A partir d’une suite de
Tate 0  ES  A  B  2S  0, ou A et B sont deux ZG-modules de type
fini cohomologiquement triviaux, de finie lorsque S est ‘‘assez grand’’ (i.e. S
contient tous les premiers ramifie s et le S-groupe de classes de K est trivial)
et dont la classe dans Ext2G(2S, ES) est la classe canonique, T. Chinburg
de finit l’invariant 0m appartenant a Cl(ZG) par: 0m=(A)&(B) (voir
[Ch2], definition 3.2 et remark 3.1). Dans notre cas, on trouve (dans
Cl(Z[l])):
0m=(A)_(B)&1=(US)_(2S)&1=(US).
0m est donc exactement l ’invariant classe qui de termine la structure des
S-unite s.
D’autre part, pour S quelconque, nous pouvons de finir un e le ment
0Sm de Cl(Z[l]) par: 0
S
m=(US)_(ClK, S)
&1 (comme dans [Ch3], 9II.2,
theorem 2.2.1 p. 11). La proposition 3.3 implique alors que cet e le ment est
un invariant de K, ne de pendant plus de S. On a, quel que soit S: 0Sm=
0m=(UK)_(ClK)&1. Ainsi, une reformulation du the ore me 3.4 est: pour
KQ cyclique de degre premier, 0m=(1). Ce re sultat a e te montre par
T. Chinburg dans [Ch2] (theorem 3.3 (ii)) sous l’hypothe se que la conjec-
ture de Gras est vraie pour K (ce n’est plus une conjecture: voir la
section 3.2.b). Bien entendu, c’est le me^me ingre dient qui nous fait conclure
que (UK)_(ClK)&1=(1) dans Cl(Z[l]).
Remarque 2. Si S est ‘‘assez grand,’’ alors US &2S&ZGrd+1Zrnd&1.
En effet, lorsque S contient les premiers ramifie s, le corollaire 3.2 implique
l’isomorphisme entre US et 2S si et seulement si (US)=(1); et cette
dernie re e galite est ve rifie e lorsque le S-groupe de classes est trivial (voir
corollaire 3.5). Nous retrouvons la un cas particulier de la proposition 8 de
J. Ritter et A. Weiss dans [RW], l’invariant de Chinburg 0m e tant trivial
(voir remarque 1 ci-dessus). Signalons que la proposition 8 de [RW] n’est
pas valable sous l’hypothe se (A5) annonce e par les auteurs; en effet, ceux-ci
utilisent une de finition de 0m qui n’est valable que pour S grand.
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3.2.b. Preuve du the ore me 3.4. Cette section est consacre e a la preuve
du the ore me 3.4.
Pour de montrer ce re sultat, nous allons suivre la de marche de
A. Fro hlich (voir [F], the ore me 5.(b)): il suffit de de duire de la ‘‘conjec-
ture’’ de Gras une relation dans le groupe de classes de Z[l].
La conjecture de Gras, initialement e nonce e dans [G], section V
p. 126128, pour un corps K abe lien re el, nous dit que les p-Sylow du
quotient du groupe des unite s par les unite s cyclotomiques, et du groupe
de classes, ont des suites de composition de Jordan-Ho lder isomorphes
(pour tout p ne divisant pas [K : Q]).
La conjecture de Gras a e te de montre e pour p{2, par R. Greenberg
(voir [Gr]), et pour p=2 par T. Chinburg (voir [Ch1]), en ramenant la
de monstration a la conjecture principale de la the orie d’Iwasawa. Le
groupe des unite s cyclotomiques intervenant diffe re suivant la parite de p.
Nous allons utiliser ici l’e nonce de C. Greither unifiant les cas p pair et
impair (voir [Gre], corollaire 4.15, p. 496), applique au corps K que l’on
conside re.
Si A et B sont des ZG-modules finis, notons Ap et Bp leurs p-groupes de
Sylow pour tout premier p, et Ap tBp lorsque Ap et Bp ont des suites de
JordanHo lder isomorphes en tant que ZpG-modules.
Nous avons:
The ore me (Greither). Soit C1K le groupe des unite s de K dont les carre s
sont dans le groupe des unite s cyclotomiques a la Sinnott (voir [Si], p. 209).
Si p est un premier diffe rent de l, alors:
(EKC1K)p t(ClK)p .
Ce re sultat se traduit par l’e galite (UK)=(ClK)_(C1K) dans Cl(Z[l ]),
gra^ce au lemme suivant (rappelons que (UK)=(EK)):
Lemme. Si A et B sont deux ZG-modules finis, alors:
\p, p{l, Ap tBp O (A)=(B) dans Cl(Z[l ]).
Preuve du lemme. Tout d’abord, puisque Ap tBp , alors (Ap)=(Bp), en
remarquant qu’une suite de JordanHo lder en tant que ZpG-module est
une suite de JordanHo lder en tant que ZG-module pour Ap et Bp .
Ensuite, si M est un ZG-module fini, alors (Ml)=(1). En effet, tout
Zl G-module fini simple non trivial est isomorphe a ZlZ (avec action
triviale de G). Cela provient du fait que tout tel module N est en fait un
ZlZG-module simple (car lN=0), et N est donc isomorphe a ZlZ (voir
[Se], 9 III.2.6, p. III-12). Ainsi, (M)=>p{l (Mp).
D’ou le lemme. K
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Maintenant, il nous reste a montrer que le groupe C1K a un invariant
classe trivial. Pour cela, nous allons de terminer la structure galoisienne du
groupe C1K .
Dans ce qui suit, nous employons les notations suivantes: Q(n) est
le n-ie me corps cyclotomique, ‘n une racine primitive n-ie me de l’unite .










!=NQ( fK )K (1&‘fK).
! est un e le ment de K, et % appartient a Q(2fK). Ce dernier reste inde ter-
mine a \1 pre s, suivant le choix du demi-syste me de repre sentants de
Gal(Q( fK)K ); ne anmoins, %2 est parfaitement de fini et appartient a K. On
a: %2=(&1)n ! avec n=[Q( fK)+ : K].
Le lemme suivant donne la structure de C1K :
Lemme. Si fK est une puissance de premier, alors C1K=[\1]_(%1&_)ZG.
Sinon, C1K=[\1]_%ZG.
Preuve. Posons
GK :=([\1]_!ZG) & EK .
Nous allons montrer que ce groupe est le groupe d’unite s circulaires de
Sinnott.
Tout d’abord, rappelons la de finition des unite s circulaires de Sinnott,
pour le corps K (voir [Si], 9 4 p. 201). Soit D le groupe (multiplicatif )
engendre par:
[&1; NQ(n)K & Q(n)(1&‘an), a, n # N, n>1, (a, n)=1].
D est le groupe des nombres circulaires de K. Puis, soit:
CSi=D & EK ,
les unite s circulaires de K.
D’apre s G. Lettl ([Let], proposition 1), on a: CSi=D$ & EK ou D$ est
engendre par:
[&1; NQ(n)K & Q(n)(1&‘an), 1<n | fK , (a, n)=1].
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Or, si n< fK , alors Q(n) & K=Q; et dans ce cas, NQ(n)Q(1&‘an)=n ou 1.
Ainsi, CSi=D" & EK ou les ge ne rateurs de D" sont:




On voit alors que D"=[\1]_!ZG, avec !=NQ( fK )K (1&‘fK). On a donc:
GK=CSi .
Supposons maintenant que fK= pn, avec p premier.
Puisque (1&‘pn) est l’ide al premier totalement ramifie de Q( fK)
au-dessus de p, on a: ( p)=(!) l dans K. Ainsi, nous avons la suite exacte
de ZG-modules:
0 ww GK [\1] ww !ZG ww
Norme pZ ww 0.
Or, GK[\1] est un Z-module libre de rang l&1 (car il est d’indice fini
dans EK), et pZ est de rang 1. D’ou , !ZG est Z-libre de rang l. Ainsi, ZG
e tant e galement de rang l, il ne peut y avoir de ZG-torsion pour le module
monoge ne !ZG. Nous avons donc: !ZG &ZG. Ceci implique que
GK [\1]=!IG, ou IG est l’ide al d’augmentation de ZG de fini par la suite
exacte:
0 ww IG ww ZG ww Z ww 0.
 ai _i @ww  ai
Il est facile de voir que IG=(1&_) ZG, d’ou , GK[\1]=(!1&_)ZG.
Pour conclure, rappelons que %2=\!; ainsi, C1K=[\1]_(%1&_)ZG.
Supposons maintenant fK de compose .
Dans ce cas, 1&‘fK est une unite de Q( fK). Donc, ! est une unite de K,
et GK=[\1]_(!)ZG=[\1]_(%2)ZG.
De plus, dans ce cas, % est une unite de K. D’ou , C1K=[\1]_(%)ZG. K
Il ne nous reste plus qu’a montrer que l’invariant classe de C1K est trivial.
Pour cela, partons du lemme:
Lemme 3.6. Soit = # EK , ={\1. Alors: =, _(=), ..., _l&2(=) sont Z-inde -
pendantes.
Preuve du lemme. Soit = # EK , ={\1, et supposons qu’il existe un
polyno^me P non nul de Z[X ], de degre au plus l&2 tel que: =P(_)=1.
Comme 8l (X) :=X l&1+X l&2+ } } } +1 est irre ductible dans Z[X], il
existe R1 , R2 des polyno^mes de Z[X], et k # Z tels que: PR1+8lR2=k.
Ainsi, =k==PR1(_) } =8lR2(_). Or, =P(_)=1 par hypothe se, et =8l (_)=
NKQ(=)=\1. Donc, =k=\1, ce qui impossible. D’ou le lemme. K
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Pour appliquer ce lemme, posons ==%1&_ si fK est une puissance de
premier, et ==% sinon.
Alors, la ZG-torsion de =ZG est 8 l (_) } ZG. En effet, si =P(_)=1, avec
P # Z[X], on a, par division euclidienne: P=k8l+R ou k # Z et
R # Z[X]. Ainsi, =P(_)==R(_)=1. Le lemme pre ce dent implique R=0, d’ou
P(_) # (8l (_)).
Pour finir, remarquons que ZG(8l (_))&Z[l ]. D’ou , dans tous les cas,
C1K[\1]&Z[l ]. Ainsi, (C1K)=(1) dans Cl(Z[l ]).
La de monstration du the ore me est acheve e.
3.3. Existence d ’une unite de Minkowski
Nous de signons ici par UK le groupe des unite s de K modulo [\1], et
par hK le cardinal du groupe de classes de K.
D’apre s les re sulats des sections pre ce dentes, il existe un ide al A de Z[l ]
tel que UK &A, et dont la classe dans Cl(Z[l ]) de termine la structure
galoisienne de UK .
De plus, nous pouvons remarquer:
Lemme. Si l19, ou bien si hK=1, alors UK &Z[l ].
Preuve. On sait que Z[l ] est principal si et seulement si l19 (voir
[Wa], Chapitre 11, Theorem 11.1), d’ou le lemme dans ce cas la . Et
lorsque hK=1, le groupe ClK est trivial, donc la classe (UK) est triviale en
raison du the ore me 3.4. K
Nous pouvons relier l’e tude de la classe de A au proble me classique
de l’existence d’une unite de Minkowski = dans K, telle que UK=
=Z__(=)Z_ } } } __l&2(=)Z. Il est facile de voir qu’une telle unite existe si et
seulement si l’ide al associe a UK est principal. Le lemme pre ce dent nous
donne une infinite de corps posse dant une unite de Minkowski (de plus,
lorsque hK=1, on peut choisir une unite cyclotomique comme unite de
Minkowski).
Trouver un corps ne posse dant pas d’unite de Minkowski revient a
trouver un corps K, tel que l23, hK {1, et tel que l’ide al A isomorphe
aux unite s soit non principal. Dans son papier de 1969 [B], A. Brumer
affirme: ‘‘a fearless computer would have no problem finding fields with no
Minkowski units.’’ Malheureusement, il est de ja impossible d’obtenir des
exemples (non conjecturaux) de corps de degre supe rieur a 23 et de nom-
bre de classes non trivial. Il est donc impossible, en l’e tat actuel, d’affirmer
qu’il existe un corps cyclique de degre premier ne posse dant pas d’unite de
Minkowski.
Nous disposons tout de me^me de corps candidats a ne pas posse der
d’unite de Minkowski. Par exemple, c’est le cas de l’unique corps K de
degre 23 et de conducteur 38917. En effet, on conjecture pour ce corps que
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hK=47, et que les unite s sont isomorphes a P47 , l’ide al premier divisant 47
et engendrant le groupe de classes de Q(23). R. Schoof a ve rifie qu’aucun
autre premier que 47 et infe rieur a 80000 ne divise hK , ce qui laisse penser
d’apre s le comportement du nombre de classes que l’on a bien trouve la
structure des unite s.
4. CAS DES CORPS QUADRATIQUES
Dans cette section, K de signe une extension quadratique de Q de la
forme Q(- D) (D e tant sans facteur carre ), et de groupe de Galois G=
[1; _]&Z2Z. On suppose e galement que K est diffe rent de Q(- &1) et
Q(- &3). Ainsi, les seules racines de l’unite dans K sont 1 et &1.
Nous notons c le nombre de places complexes dans K (d’ou c=1 si K
est imaginaire et c=0 sinon).
Pour S un ensemble de places de K, nous de signons toujours par ES le
groupe des S-unite s de K, et US=ES [\1].
La structure du groupe des unite s EK est bien connue. Si K est
imaginaire, alors EK=[\1]. Si K est re el, alors EK=[\1]_=ZD , ou =D est
l’unite fondamentale de K ; l’action de G est telle que _(=D)=\=&1D , le
signe de pendant de la valeur de la norme de =D .
Pour S quelconque, et contrairement au cas l impair, nous ne pouvons
pas de duire la structure galoisienne de ES de celle de US , le ZG-module
[\1] n’e tant pas cohomologiquement trivial.
Nous allons ici nous inte resser particulie rement a la structure de US , qui
est Z-libre. Pour cela, nous reprenons les diffe rentes e tapes de l’e tude de US
de la section 3.
Le the ore me 1.1 de DiederischenReiner est bien entendu valable dans le
cas l=2. Mais, dans ce cas, les modules de re fe rence sont: ZG, le module
Z avec action triviale de G, et un module note Z& qui est Z avec action
de G donne e par _ } k=&k. D’autre part, la classe d’isomorphisme d’un
module Z-libre de type fini est entie rement de termine e par ses invariants
entiers.
Ensuite, la structure du module 2S diffe re de celle donne e en section 2
lorsque K est imaginaire, car, dans ce cas, ZS &Z. Gardant les notations
rd et rnd de la section 2, nous trouvons alors (voir proposition 2.1):
Proposition 4.1. S e tant fixe , on a:
(i) Si rnd+c1, 2S&ZGrd+1&c Zrnd&1+c.
(ii) Si rnd+c=0, 2S&ZGrdZ& .
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On en de duit alors que les invariants entiers de US ve rifient les e galite s
suivantes (voir proposition 2.2):
{r1, US+r3, US=rd+rndr2, US+r3, US=rd+1&c.
Il suffit alors de calculer l’invariant r2, US , ce qui est l’objet des deux
sections qui suivent.
4.1. Cohomologie de ES
La de monstration du the ore me 3.1 peut s’e tendre au cas l=2, a deux
nuances pre s.
Tout d’abord, la me thode employe e nous permet de calculer le groupe
H 1(G, ES) et non H 1(G, US) (ils sont isomorphes si l est impair).
Ensuite, remarquons que c’est le sous-groupe de ClGK engendre par les
ide aux ambigesc’est-a -dire les ide aux premiers ramifie squi intervient
re ellement et non Cl GK (ces deux groupes sont e gaux si l est impair). Or,
dans le cas quadratique, il peut exister des classes ambiges ne contenant
aucun ide al premier ramifie .
Pour la suite, adoptons les notations suivantes:
Notations. On distingue 4 types de corps quadratiques K=Q(- D):
Type I: D<0.
Type II: D>0, D est somme de deux carre s, et l’unite fondamentale =D
est de norme &1.
Type III: D>0, D est somme de deux carre s, et l’unite fondamentale
=D est de norme 1.
Type IV: D>0, D n’est pas somme de deux carre s (l’unite fondamen-
tale =D est alors de norme 1).
De plus, l’ensemble des ide aux premiers ramifie s sera note de la manie re
suivante:
Notations. Soit K=Q(- D).
On note Ram l’ensemble des ide aux premiers ramifie s de K, et t son
cardinal.
Posons [P1 , ..., Pt$] l’ensemble des ide aux premiers divisant (D).
Si D#1 (mod 4), alors t=t$ et Ram=[P1 , ..., Pt$].
Si D1 (mod 4), alors t=t$+1 et Ram=[P0 , P1 , ..., Pt$], ou P0 est
l’ide al premier au-dessus de 2.
La description du groupe ClK (Ram) est donne e par la proposition
suivante:
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Proposition 4.2. (a) Si K est de type I ou II, alors: ClK (Ram)&
(Z2Z)t&1. La seule relation (non triviale) ve rifie e par les classes des ide aux
de Ram de coule de la relation:
R1 : P1 } } } Pt$=(- D).
(b) Si K est de type III ou IV, alors: ClK (Ram)& (Z2Z)t&2. Les
seules relations (non triviales) ve rifie es par les classes des ide aux de Ram
de coulent des deux relations:
R1 : P1 } } } Pt$=(- D)
R2 : Pn1 } } } Pnj=(#)
ou # # K est tel que =D=
#
_(#) et ou [n1 , ..., nj]/[0, ..., t$].
Preuve. Il est facile de voir que les seuls ide aux principaux ambiges (et
a un nombre rationnel pre s) sont: (1), (- D), et, dans le cas ou K est de
type III ou IV, (#) et (# - D) (cf [Coh], exercise 13, p. 190). K
Nous sommes maintenant en mesure de calculer le premier groupe de
cohomologie de ES . On trouve:
The ore me 4.3. S e tant fixe , soit RamS l ’ensemble des premiers ramifie s
de K appartenant a S.
Soit H=ClK (S"RamS) & ClK (Ram) et H$=ClK (S"RamS) & ClK (RamS).
Nous avons les inclusions suivantes, de finissant deux entiers s et s$:
[1]/H$& (Z2Z)s$/H& (Z2Z)s/ClK (Ram).
Posons $=s&s$. (On a: 0$t&1 si K est de type I ou II, et
0$t&2 si K est de type III ou IV ).
Soit \ le nombre de relations Ri ve rifie es par les ide aux de RamS (\=0
ou 1 si K est de type I ou II, et \=0, 1 ou 2 si K est de type III ou IV ).
Alors, on a:
(i) Si K est de type I ou II,
H 1(G, ES)& (Z2Z)$+1&\.
(ii) Si K est de type III ou IV,
H 1(G, ES)& (Z2Z)$+2&\.
Preuve. On reprend la de monstration du the ore me 3.1. K
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4.2. Cohomologie de US
Comparons maintenant la cohomologie de US a celle de ES .
Pour le cas l impair, nous avions H i (G, US)&H i (G, ES), a cause de la
trivialite des groupes de cohomologie de [\1]. Mais, dans le cas quadrati-
que, le groupe des racines de l’unite n’est pas cohomologiquement trivial;
en effet, H 0(G, [\1])&H 1(G, [\1])&Z2Z.
En fait, nous avons les liens suivants entre les groupes de cohomologie
de US et ES :
Lemme 4.4. Soit S donne .
(1) Supposons qu’il existe une S-unite de norme &1.
(i) Si S contient [P1 , ..., Pt$], alors, pour i=0 et 1:
H i (G, US)&Z2Z_H i (G, ES).
(ii) Si S ne contient pas [P1 , ..., Pt$], alors, pour i=0 et 1:
H i (G, US)&H i (G, ES).
(2) Supposons qu’il n’existe pas de S-unite de norme &1.
(i) Si S contient [P1 , ..., Pt$], alors, pour i=0 et 1:
H i (G, US)&H i (G, ES).
(ii) Si S ne contient pas [P1 , ..., Pt$], alors, pour i=0 et 1:
H i (G, ES)&Z2Z_H i (G, US).
Remarques.
1. Si K est de type II, alors nous sommes toujours dans le cas (1)
quel que soit S, et si K est de type I ou IV, nous sommes toujours dans
le cas (2).
2. Dire que S convient [P1 , ..., Pt$] revient a dire que les ide aux de
RamS ve rifient la relation R1 .
Preuve. ES et US ayant des quotients de Herbrand e gaux, il nous suffit
de calculer l’un des H i pour ces deux groupes. Nous allons comparer
H 0(G, US) a H 0(G, ES).
On a:
H 0(G, ES)=E GS N(ES)=QS N(ES),
ou QS de signe le groupe des S-unite s de Q.
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D’autre part, dans le cas (1), on trouve que N(US)=N(ES)[\1], et
dans le cas (2), N(US)=N(ES).
Regardons maintenant U GS . On a:
U GS =[x # ES , _(x)=\x][\1].
(i) Supposons que S contienne les diviseurs premiers de - D. On a:
[x # ES , _(x)=&x]=QS } - D.
D’ou ,
U GS =QS } - D
Z
[\1].
(ii) Supposons que S ne contienne pas les diviseurs premiers de - D.
Alors, - D  ES ; d’ou :
U GS =QS[\1].
Il ne reste plus qu’a regrouper les cas pour obtenir le re sultat voulu. K
4.3. Structure de US
Regroupant la conse quence de la proposition 4.1, le the ore me 4.3, et le
lemme 4.4, nous obtenons le the ore me de structure suivant:
The ore me 4.5. S e tant fixe , soit RamS l ’ensemble des premiers ramifie s
de K appartenant a S.
Soient les entiers s et s$ tels que ClK (S"RamS) & ClK (Ram)& (Z2Z)s et
ClK (S"RamS) & ClK (RamS)& (Z2Z)s$. Soit $=s&s$.
Soit \2=0 ou 1 le nombre de fini par:
 \2=0 si K est de type I ou II,
 \2=0 si K est de type III ou IV et R2 n’est pas ve rifie e par les
ide aux de RamS ,
 \2=1 si K est de type III ou IV et R2 est ve rifie e par les ide aux
de RamS .
(1) Supposons qu’il existe une S-unite de norme &1. (En particulier K
est de type II ou III.)
Alors, on a l ’isomorphisme:
US &ZGrd&c&$&\2 Z$+1+\2& Z
rnd+c+$+\2.
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(2) Supposons qu’il n’existe pas de S-unite de norme &1. (En
particulier K est de type I, III ou IV.)
Alors, on a l ’isomorphisme:
US &ZGrd+1&c&$&\2Z$+\2& Zrnd&1+c+$+\2.
Remarque. On retrouve que UK &Z& , si K est re el, et UK &0 si K est
complexe.
Lorsque S contient tous les ide aux premiers ramifie s, on trouve:
Corollaire 4.6. Supposons que S contienne tous les ide aux premiers
ramifie s de K.
(1) Supposons qu’il existe une S-unite de norme &1 (K est de type II
ou III ).
Alors, on a l ’isomorphisme:
US &ZGrd&cZ& Zrnd+c.
En particulier, US &% 2S.
(2) Supposons qu’il n’existe pas de S-unite de norme &1 (K est de type
I, III ou IV).
Alors, on a l ’isomorphisme:
US &ZGrd+1&cZrnd&1+c.
En particulier, US &2S.
(3) Nous avons:
US &2S  il n’existe pas de S-unite de norme &1.
Preuve. Lorsque RamS=Ram, alors $=\2=0. K
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